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MATHEMATIQUES - ATS - 2013
Durée : 3 heures. - Coefficient : 3
Les exercices sont indépendants.
La calculatrice personnelle est interdite.

Exercice 1. AT 2 13 Ex. 1

Correction par : I. Souderes

& est un sous ensemble de l'espace vectoriel des matrices carrées de taille 3 M4(R). Plus
précisément, & est par définition I’espace vectoriel engendré par les matrices K et I :

& = Vect (K, I).

Aisni & est un espace vectoriel (de dimension inférieur ou égal & 2). La famille (K, I) est génératrice
de &.

Montrons que cette famille est une famille libre. Soit deux réels A et u tel que
MK+ pl =0.

Il s’agit de montrer que X et p sont nuls.

L’équation précédente donne donc :

w0 aX 0 0 O
0 w 0]={0 0 0}.
A0 0 00

pw=0, ax=0, bA=0.

et donc A = p = 0 car @ > 0. Ainsi la famille (K,I) est libre et, d’apreés le début de la réponse,
génératrice de &£. L’espace vectoriel £ est donc de dimension 2.

De 1a, on obtient

K, cherchons les racines du polynéme caratéristique de K :

-X 0 a
xK)y=10 —-X 0
b 0 —-X
. -X a . 2
X‘ o =X —ap)
= —X(X — Vab)(X + Vab) car a,b >0

Ainsi, Les racines de x(K) et donc les valeurs propres de K sont A\; = —vab, A\, =0 et A3 = Vab.
K carrée de taille 3 admet 3 valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.

A= —+/ab déterminons Iespace propre U,.
Soit X = (g) € U, = Ker (K + VabI). On a alors

\/%w-i-az:()
(K+\/EI)X:0<:> \/%yz() (:){\/?g—i-az—o
bx + Vabz =0 y=
_vb
e {7 TG
y=0
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. e A va
car a est strictement positif. Ainsi, avec u; = ( (\J/_), on a

(&)
U, = Vect (uy) = Vect 0
W

Ay = 0 déterminons ’espace propre U,.
Soit X = (z) € U, =Ker (K). On a alors

=

az=10 —0
(K)X =0 < {0=0 @»{x:
br =20

. s L 0
car a et b sont strictement positifs. Ainsi, avec u; = <(1)), on a

0
U, = Vect (uq) = Vect ((1))
0

A3 = Vab déterminons 'espace propre Us.
Soit X = (2) € U, = Ker (K — VablI). On a alors

—Vabr +az=0
(K+VabD)X =0 < { —vVaby=0 {—\/?x—i—az_o
_ Vb
e T R"
y=0

: e A Va
car a est strictement positif. Ainsi avec uz = ( \9_ ) on a
b

va
Us = Vect (ug) = Vect (( 0 ))
Vb

K est diagonalisable. La question 4(a-b-c) donne trois vecteurs propres
associés & trois valeurs propres distinctes et formant une famille libre. La famille (uq, u,, us) libre de
trois vecteurs de R? est donc une base de vecteur propres de K.

En notant P la matrice de passage de la base canonique vers la base (uq,us,u3), on a

va 0 +a
P=pr can—(uy,uz,uz) — Mat (U17U2’u3)7can<id) = 0 1 0
—Vb 0 Vb

et par la formule du changement de base
K =PDP!
ot D est la matrice dans la base (uy,u,,u3) associée a I'endomorphisme de R* canonique X r KX :

(—\/E

0 0
D=| o o o |.
0 0 Vab
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6. i €{1,2,3} et X, un vecteur propre de K associé a la valeur propre \;. On calcule :
MX,; = (aK + D)X, = oKX, + fIX, == o(\,X;) + 8X;.
Ainsi X, qui est non nul car vecteur propre de K vérifie
MX; = (\a+B)X;
et est donc vecteur propre de M associé a la valeur propre

;= Mo+ B.

Uy, Uy et ug de la question 4 (a-b-c) forment
une base de vecteurs propres de K. D’apres la question précédente ce sont aussi des vecteurs
propre de M = aK + fI. M admet donc une base de vecteurs propres : (uq, uy, u3). La matrice
M est donc diagonalisble dans la base (uq, uy,us) et est semblable a

g, 0 0 Ma+B8 0 0
A=|0 pu 0= 0 XMa+f 0
0 0 py 0 0 Aa+5

Ainsi avec Ay = —Vab, Ay =0 et A3 = Vab on trouve

(—a\/%-i-ﬂ 0 0 )

A= 0 Ié] 0

0 0 avab+p

M est donné par la base
(uq,uq, us) diagonalisant K. La matrice P de la question 5 étant la matrice de passage de la base
canonique de R? vers la base (u;,us,u3), on a bien

M = PAP!
ou comme a la question 5

—Vb 0 Vb

a=letb=1lonaA=K+1Iou

0 01
K=1]10 0 0.
1 00

En appliquant les résultats des question 6 et 7 & la matrice A (o« =1, 8= 1) on trouve

1 0 1 00 0
Q=0 1 0 et A=]01 0
1 0 1 00 2

car ja+f=—-1+1=0et \qa+p=1+1=2.

\/EO\/E)
0 0

neN:

A" = QAnQ—l
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1 01 1/2 0 —1/2
onQ=|0 1 0|letQl=[0 1 0 |. Ensuite, on remarque que pour n € N :
1/2 0 1/2

0" 0 0 00 0
A”:(O 1" 0):(0 1 0).

0 0 20 00 2¢
1\ /0 0 0\ /1/2 0 —1/2
o)(o 1 o)(o 1 0)
1/ \o o 2¢/ \1/2 0 1/2

0
1
0
1 0 1 0 0 0
:010)(0 1 o)
-1 0 1 ol g ol

2n—1 0 2n—1
= 0 1 0

2n71 0 2n71

Exercice 2. AT 2 13 Ex. 2

Correction par : I. Souderes

r ie
n€N: e = ()" = (—1)"

t > tPe'™ est continue sur R. Elle est donc intégrable sur [0;7]. Pour p = 0 on a en
particulier :
™ .
Iy, = / e dt
0

z/ﬂei"tdt

0
|:eint:|7r
m o,

inT .
=& 1 car e =1
m
(-H)" -1 S .
= d’apres la question 1
in
_—i((=)" -1
n

On a ainsi montré que
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3. p,n € N*. Un calcul direct par une intégration par partie effectuée en dérivant ¢t donne :
" b int
L, = ‘4 tPe't dt

int|m T tp*l wnt
:{tpe. ] _/ P e™
m |, o mn

P(__1\n
_ Vs ( 1) _£/ﬂ-tpfleint dt
0

mn mn
—i(=1)"?  ip
- n4—I_
T n P L
i(—l)n'HWp ip
T Tale

n

On obtient ainsi le résultat demandé.

I, ,,. En utilisant la relation de récurrence démontrée précédem-
ment, on obtient :

hp=—"—"+_"lon
—1)ntl i —i (=)™ —1
_ i(—=1)"" + 1 (=1 ) d’apres la question 2
n n n
i _1 n+17.r _1 n __ 1
i RCIES
n n
1" —1 -1 ’VL+17T
n n

Par ailleurs, pour ¢ € R on a '™ = cos(nt) + isin(nt) et donc :

Cy = / tcos(nt) dt = i)‘ie(/ te'™ dt) = Re(ly ,,)-
0 0

On en déduit, en vertue des calculs précédents, que :

De méme on a

[2,n = I + gfl,n d’apres la question 3
-1 n+1l, 2 -1 n __ 1 -1 n+1
= () 2 <(( )2 ) +1 ) d’apres la question 4.a
n n n n
(=DM 2i((—1)"—1) 2(=1)"'r
N n n3 n2
2(—1)"x 2((=1)"—1) (=1)"x?
= +1 _
n? n3 n
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t

Pour ¢ € R, la décomposition e = cos(nt) + i sin(nt) donne :

02,7l == %6 (12,71) ==

et
SQ,n = jm(‘[Q,n) = -

¢
>

ph\,
¢
>

[uiy
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Ainsi, en utilisant les résultats des questions 4a et 4b, on obtient :

bn = % (ﬂ-Sl,n - SQ,n)
2 ((—1>“+1w2 B (2((—1)“ -1 <—1>”7r2>)
T n n3 n
2 ( 2(-)"—1)
e (—n—>
_A=nr -
™3 '

De 14, si n est pair, n = 2k alors

4((=1)* —1)

b, = by, = — SETAE =0.
Pour n impair, c¢’est-a-dire pour n = 2k + 1 avec k >0 on a :
b, = bypq = _4 (<71)2k+1 _ 1) = 8 .
w(2k +1)3 m(2k +1)3
Ainsi la série de Fourier de f qui s’écrit en général pour t € R
+o0
Sf(t)=ay+ Z (a,, cos(nt) + b, sin(nt)) ,
n=1
s’écrit d’apres les calculs précédents :
= . = 8 .
Sf(t) = ; b, sin(nt) = ;;0 T sin ((Zk + 1)t>.

f est polynomiale sur [0;7] donc C' sur cet intervalle. Par 27-périodicité, f est €' par
morceaux sur R.

On a vu que la fonction f est €' sur [0;7] et donc continue sur cet intervalle. Comme f(0) = 0 et
que f est impaire, elle est continue sur [—7;7]. Par ailleurs, f(—7) = —f(n) = —(77 — %) = 0. Cela
ainsi que la continuité sur [—7 ;7] assure que 'extension de f sur R par 27-périodicité, la fonction f
est continue sur R.

La fonction f est donc égale a sa régularisée f

Comme f est 2m-périodique et €' par morceaux sur R le théoréme de Dirichlet assure que la série de
Fourrier de fen t € R converge vers f(t) = f(t) (par continuité de f). Ainsi

+o0

VteR,  SfH) =3 ﬁ sin (25 + 1)t) = f();

k=0

en particulier sur U'intervalle [0;7] on trouve :

vte 07,  Sf(t) :ZOO

2k + 1)t> = f(t) = nt — 2.
k=0

8
k1 (<

;S0it f : R — R une fonction T-périodique continue par morceaux sur R.
Soit ag, a,, et b, (n > 1) ses coefficients de Fourier.
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;s 2
Les séries Y a2 et > b2 convergent et en notant w = % on a

ag+ = Za+b2 /f

Remarque : Si f : R — C on remplacera dans I’énoncé ci-dessus les carrés ( )? par des valeurs absolues
au carré : | |2

f est 2m-périodique (T = 27 ). On a déja remarqué que f est continue par morceau
sur R (on a montré qu'elle en méme continue sur R).

Ainsi d’aprés le théoreme de Parceval et en utilisant la parité de f? (f est impaire) :

+o0o

1 1 [ 1 [ 1 [
g (i) = o [ rwrar= o [Mrera=2 [ fopar

n=1 -

D’apres les question précédente tous les coefficients a,, (dont a,) sont nuls ainsi que les coeflicients b,
pour n pair. On a donc

+0o0

2 2_ _32 1/ g L [T g2y
Z< (2k +1)3 ) _kz%w2(2k+1)6_7r/0 1) dt—ﬂ/o(mf t2)%dt

s
Calculons dans un premier temps 1 / (mt — t2)2 dt.
™ Jo

l/ (mt —t2)2dt =
™ Jo

3=

/ (m2t% — 273 + 1) dt
0

1 [x% 2mt )T
7l 3 4 510
(2
T\ 3 2 5
_r
30°
Ainsi la relation de Parceval donne
21 i

w2k +1)° 30

et donc oo
1 70
S = - - =
kz:;) (2k+1)6 960
T sur les termes d’indice pairs et impairs on trouve :
+o00 1
T=Y v
n=1
+oo

1
:Z(Qk) +Z 2k:+1)

+oo +oo

1 1 1

= — — + _—
64 &= (k)5 ,;O (2k 4+ 1)6
1

= =T
ST+
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On en déduit que T'(1 — 6L4) = S et donc

T_64 64 7° 1 72 7°

T 637 63960 6315 945

Exercice 3. AT 2 13 Ex. 3

Correction par : I. Souderes

t €] —m;7]. On a d’apreés la parité de cos et 'imparité de sin :

x(—t) = cos(t)® = x(t), et y(t)= (—sin(t))® = —y(t).
Ainsi la courbe est symétrique par rapport a axe (z'z) = O + Ri. On étudie la courbe seulement sur
[0;7].
De plus, on a cos(m —t) = — cos(t) et sin(w — ¢) = sin(¢) donc
z(m—t) = —cos(t)® = —x(t), et y(r—1t)=sin(t)® =y(t).
Ainsi la courbe est symétrique par rapport a I'axe (y'y) = O + [Rf On étudie la courbe seulement sur
[0;m/2].

Enfin, on a cos(3 —t) = sin(?) et sin(J —t) = cos(t) donc

x(g —t) =sin(t)® = y(t), et y(g —t) = cos(t)® = x(t).
Ainsi la courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation = y. On étudie la courbe seulement

sur [0;7/4].

x et y sont dérivables (sur R) car puissances des fonctions trigonométriques (qui sont ¢!
sur R). On a

vt e [O; ] . '(t) = —3sin(t) cos(t)?

vVt e [0; ] , Y (t) = 3cos(t)sin(t)>.

N

avec sin(t) = 0 si et

e

De plus, pour tout t € [0; %] on sait que 1 > cos(t) > g et que 0 < sin(t) <
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seulement si t = 0. On en déduit le tableau de variation conjoint

t 0 I
Signe _ —3V2
/ 0 -

de x 4

1
Variation
de z

V2
4
V2
Variation 4
de y
0
Signe 0 n %ﬁ

de 7/

Le point de parametre t = 0 étant un point critique, on cherche & déterminer la limite de i’ég:iig;

lorsque t tend vers 0 afin de déterminer le coefficient directeur de la tangente au point de parametre
t=0.0na:

y(t) —y(0) _  sin(t)® £ +o(t?)
z(t) —x(0)  1—cos(t)3 1_ (1— % +o(t2))3

3+ o(t?) =

= 2 Nt*}() ) == 2t O
21 o(t2) t2/2 t—0
2

La courbe € admet donc une tangente horizontale au point (x(0),y(0)) = (1,0). La tangente & €, au
point de parameétre t = % est porté par le vecteur (z'(mw/4),y’(7w/4)) et donc par le vecteur (—1,1)

On obtient donc la courbe €, (en rouge) puis en appliquant les symétrie de la question 1 la courbe € :

1_
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On a montré lors de la question précédente que
2/ (t) = —=3sin(t) cos(t)? et 1/ (t) = 3cos(t)sin(t)>.

Lorsque (Z,Ez;) # (), ce vecteur porte la tangente a € et comme

(510) = (S3787)

—cos(t)

On en déduit que le vecteur ( sin(t)

) porte la tangente & € lorsque t ¢ {—m, —7/2,0,7/2,7}.

Pour ces valeurs particulieres ou la courbe admet un point critique, on se rameéne grace aux symétries
de la courbe au cas ou t = 0.

On a vu qu’en ce point la courbe admet une tangente horizontale qui est bien portée par le vecteur
—1\ _ ([ —cos(0)
( 0 ) - ( sin(0) )

On peut donc conclure que pour tout ¢ € | —m; 7| la tangente est portée par le vecteur
i~ cos(t)
~\sin(¢)

= (0.

L’équation cartésienne de la tangente T est donc de la forme

et est normale au vecteur

Xsin(t) + Ycos(t) = ¢

3

pour un certain réel c. Avec X = cos(t)® et Y = sin(¢)*, on trouve en factorisant par sin(t) cos(t) :

cos(t) sin(t) + sin(t)® cos(t) = sin(t) cos(t) ( cos(t)? + sin(t)Q) = sin(t) cos(¥).
Ainsi, 'équation de la tangente T'a € en M(t) = (x(t),y(t)) est :
Xsin(t) + Ycos(t) = sin(t) cos(t).
te ] 0;3 [ et notons (z 4(t),y4(t)) les coordonnées du point A(t) et (z5(t),y5(t)) celles du point

B(t). Comme ces deux points sont sur la tangente 7, leurs coordonnées vérifient 1’équation trouvée a
la question précédente :

x4 (t)sin(t) + y4(t) cos(t) = sin(t) cos(t) et xg(t)sin(t) + yg(t) cos(t) = sin(t) cos(t).
Par ailleurs, comme A(t) est sur 'axe (z'z), on a x 4(t) = 0 et donc
x4 (t)sin(t) = sin(t) cos(t) < x4(t) = cos(t)
car sin(t) > 0 pour tout ¢ € ] 03 [

De méme, B(t) étant sur I'axe (y'y) et comme cos(t) > 0 pour ¢ € ] 0; % [, on trouve zg(t) =0 et
yp(t) cos(t) = sin(t) cos(t) < yg(t) = sin(¢).

On adonc montré que
A(t) = (cos(t),0),  B(t) = (0,sin(t))

et comme A(t)B(t) = (7;:1)(2()”) on en déduit que la distance A(t)B(t) vaut :

A(t)B(t) = cos(t)® +sin(t)? = 1

11
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la premiére équation étant celle de la droite normale & T' = (AB) passant par O. Ce systéme est équivalent &
yp( cos(t)? + sin(t)Q) = sin(t) cos(t)?
xp< cos(t)? + sin(t)z) = sin(t)? cos(t)

et donc

xp = sin(t)? cos(t)

{yp = sin(t) cos(t)?

Ainsi P(cos(t)sin(t)?, cos(t)?sin(t))
Le milieu du segment [M P] a pour abscisse

vy = S (eos(t)? + cos(t)sin(t)?) = 2 (cos()? +sint)?) =
et pour ordonnée
Yr = %(sin(t)?’ + cos(t)? sin(t)) = sir;(t) (sin(t)? + cos(t)?) = Sm;t)~

Par ailleurs le centre du rectange OACB est le milieu du segment [OC]. Comme C a pour coordonnées

(cos(t),sin(t)), les coordonnées du centre de ce rectangle sont

cos(t)
2

sin(t)
2

( ),

Ainsi, T est bien le centre du rectangle OACB et le milieu de [MP]. Question 7 : Pour tout t € [O ; g] :

)= (T, yp)-

P(t) = (cos(t)sin(t)?, cos(t)?sin(t)).
De la, P(0) = (0,0) et P(3) = (0,0) car sin(0) = 0 et cos(7) = 0. Enfin comme cos(}) = sin(]) = g ona:

- (7).

1l s’agit maintenant d’obtenir les vecteurs tangents & Q aux points de parametres ¢t = 0, 7/4, 7/2.
Les fonction X et Y sont dérivables (en fait €*° car produit de fonctions usuelles)Pour ¢ € [O; %] on a

X'(t) = —sin(t)® + 2cos(t)?sin(t) et Y'(t) = —2cos(t)sin(t)? + cos(t).

Les valeurs particuliere du cosinus et du sinus assurent que le vecteur dérivé aux points de parametres

spécifiques vaut :
Fo)-0) CE-(%) ¢H)-6)

Question 8 : Les vecteurs OA et OP ont pour coordonnées :

— (co%(t>) e (ws(t);in

cos(t)” si

—~
2=

On a donc -
OA? = ||OA|? = cos(t)?

et
OP? = ||OP||? = cos(t)?sin(t)* + cos(t)* sin(t)?
= cos(t)? sin(t)?(sin(t)? + cos(t)?)

= cos(t)? sin(t)?.

13
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De 1a, on calcule le produit scalaire de deux fagons en notant 6 I'angle 52, OP:
<O_A; @> = cos(t)?sin(t)?
et

(OA; OP) = ||OA|||OP| cos() = cos(t)? sin(t) cos(6)

car pour t € [(); %] on a cos(t) > 0 et sin(t) > 0.
On en déduit apres simplification pour ¢ # 0, g que

cos(f) = sin(t)

c’est-a-dire que

o="C—+4

T
2
car cos(7 —t) = sin(t) et que l'on sait que ¢ € ] 0;3 [

Cette relation reste vraie lorsque t = 0 ou t = g par convention.

OP? = ||OF||? = cos(t)?sin(t)?.
Donc, comme cos(t) > 0, sin(¢) > 0 pour t € [O; g], on a

OP = ||OF|| = cos(t) sin(t)
= COS<§ —0) sin(E —0)
= sin(0) cos(0).

Ainsi I’équation polaire de la courbe 9 est :

r = cos(6) sin(6)

1+ s
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