
UPS ATS– 2013
Mathématiques

Par I. Souderes
Exercice 1

Mathématiques - ATS - 2013
Durée : 3 heures. - Coefficient : 3

Les exercices sont indépendants.
La calculatrice personnelle est interdite.

Exercice 1. ATaĜ2y13ĜEx. 1
Correction par : I. Souderes

R.

GǶenseK#He

ℰ est un sous ensemble de l’espace vectoriel des matrices carrées de taille 3 𝑀3(ℝ). Plus
précisément, ℰ est par définition l’espace vectoriel engendré par les matrices K et I :

ℰ = Vect (K, I).

Aisni ℰ est un espace vectoriel (de dimension inférieur ou égal à 2). La famille (K, I) est génératrice
de ℰ.
Montrons que cette famille est une famille libre. Soit deux réels 𝜆 et 𝜇 tel que

𝜆K + 𝜇𝐼 = 0.

Il s’agit de montrer que 𝜆 et 𝜇 sont nuls.
L’équation précédente donne donc :

⎛⎜
⎝

𝜇 0 𝑎𝜆
0 𝜇 0
𝜆𝑏 0 𝜇

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟
⎠

.

De là, on obtient
𝜇 = 0, 𝑎𝜆 = 0, 𝑏𝜆 = 0.

et donc 𝜆 = 𝜇 = 0 car 𝑎 > 0. Ainsi la famille (K, I) est libre et, d’après le début de la réponse,
génératrice de ℰ. L’espace vectoriel ℰ est donc de dimension 2.

2.Pourdéterminerlesvaleurspropresde

K, cherchons les racines du polynôme caratéristique de K :

𝜒(K) = ∣
−𝑋 0 𝑎
0 −𝑋 0
𝑏 0 −𝑋

∣

= −𝑋 ∣−𝑋 𝑎
𝑏 −𝑋∣ = −𝑋(𝑋2 − 𝑎𝑏)

= −𝑋(𝑋 −
√

𝑎𝑏)(𝑋 +
√

𝑎𝑏) car 𝑎, 𝑏 > 0

Ainsi, Les racines de 𝜒(K) et donc les valeurs propres de K sont 𝜆1 = −
√

𝑎𝑏, 𝜆2 = 0 et 𝜆3 =
√

𝑎𝑏.

3.Lamatrice

K carrée de taille 3 admet 3 valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.

4.(a)Pour

𝜆1 = −
√

𝑎𝑏 déterminons l’espace propre 𝒰1.
Soit 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧

) ∈ 𝒰1 = Ker (K +
√

𝑎𝑏I). On a alors

(K +
√

𝑎𝑏I)𝑋 = 0 ⟺
⎧{
⎨{⎩

√
𝑎𝑏𝑥 + 𝑎𝑧 = 0√
𝑎𝑏𝑦 = 0

𝑏𝑥 +
√

𝑎𝑏𝑧 = 0
⟺ {

√
𝑎𝑏𝑥 + 𝑎𝑧 = 0

𝑦 = 0

⟺ {
𝑧 = −

√
𝑏√
𝑎
𝑥

𝑦 = 0
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car 𝑎 est strictement positif. Ainsi, avec 𝑢1 = (
√

𝑎
0

−
√

𝑏
), on a

𝒰1 = Vect (𝑢1) = Vect ⎛⎜
⎝

⎛⎜
⎝

√
𝑎

0
−

√
𝑏

⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

U#V

SQm`

𝜆2 = 0 déterminons l’espace propre 𝒰2.
Soit 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧

) ∈ 𝒰2 = Ker (K). On a alors

(K)𝑋 = 0 ⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑧 = 0
0 = 0
𝑏𝑥 = 0

⟺ {𝑥 = 0
𝑧 = 0

car 𝑎 et 𝑏 sont strictement positifs. Ainsi, avec 𝑢1 = ( 0
1
0

), on a

𝒰2 = Vect (𝑢2) = Vect ⎛⎜
⎝

⎛⎜
⎝

0
1
0
⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

U+V

SQm`

𝜆3 =
√

𝑎𝑏 déterminons l’espace propre 𝒰3.
Soit 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧

) ∈ 𝒰2 = Ker (K −
√

𝑎𝑏I). On a alors

(K +
√

𝑎𝑏I)𝑋 = 0 ⟺
⎧{
⎨{⎩

−
√

𝑎𝑏𝑥 + 𝑎𝑧 = 0
−

√
𝑎𝑏𝑦 = 0

𝑏𝑥 −
√

𝑎𝑏𝑧 = 0
⟺ {−

√
𝑎𝑏𝑥 + 𝑎𝑧 = 0

𝑦 = 0

⟺ {
𝑧 =

√
𝑏√
𝑎
𝑥

𝑦 = 0

car 𝑎 est strictement positif. Ainsi avec 𝑢3 = (
√

𝑎
0√
𝑏

) on a

𝒰3 = Vect (𝑢3) = Vect ⎛⎜
⎝

⎛⎜
⎝

√
𝑎

0√
𝑏

⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

8X

.Ƕ;T`ĕbH;[m2biBQMj-H;K;i`B+2

K est diagonalisable. La question 4(a-b-c) donne trois vecteurs propres
associés à trois valeurs propres distinctes et formant une famille libre. La famille (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) libre de
trois vecteurs de ℝ3 est donc une base de vecteur propres de K.
En notant 𝑃 la matrice de passage de la base canonique vers la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), on a

P = P 𝑐𝑎𝑛⟶(𝑢1,𝑢2,𝑢3) = Mat (𝑢1,𝑢2,𝑢3),𝑐𝑎𝑛(𝑖𝑑) = ⎛⎜
⎝

√
𝑎 0

√
𝑎

0 1 0
−

√
𝑏 0

√
𝑏

⎞⎟
⎠

et par la formule du changement de base

K = PDP−1

où D est la matrice dans la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) associée à l’endomorphisme de ℝ3 canonique 𝑋 ↦ K𝑋 :

D = ⎛⎜⎜
⎝

−
√

𝑎𝑏 0 0
0 0 0
0 0

√
𝑎𝑏

⎞⎟⎟
⎠

.
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6.

Soit

𝑖 ∈ {1, 2, 3} et 𝑋𝑖 un vecteur propre de K associé à la valeur propre 𝜆𝑖. On calcule :

M𝑋𝑖 = (𝛼K + 𝛽I)𝑋𝑖 = 𝛼K𝑋𝑖 + 𝛽I𝑋𝑖 == 𝛼(𝜆𝑖𝑋𝑖) + 𝛽𝑋𝑖.

Ainsi 𝑋𝑖 qui est non nul car vecteur propre de K vérifie

M𝑋𝑖 = (𝜆𝑖𝛼 + 𝛽)𝑋𝑖

et est donc vecteur propre de M associé à la valeur propre

𝜇𝑖 = 𝜆𝑖𝛼 + 𝛽.

dX

U;VLQmb;pQMbKQMi`û¨H;[m2biBQM8[m2H2bp2+i2m`b

𝑢1, 𝑢2 et 𝑢3 de la question 4 (a-b-c) forment
une base de vecteurs propres de K. D’après la question précédente ce sont aussi des vecteurs
propre de M = 𝛼K + 𝛽I. M admet donc une base de vecteurs propres : (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). La matrice
M est donc diagonalisble dans la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) et est semblable à

Δ = ⎛⎜
⎝

𝜇1 0 0
0 𝜇2 0
0 0 𝜇3

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

𝜆1𝛼 + 𝛽 0 0
0 𝜆2𝛼 + 𝛽 0
0 0 𝜆3𝛼 + 𝛽

⎞⎟
⎠

Ainsi avec 𝜆1 = −
√

𝑎𝑏, 𝜆2 = 0 et 𝜆3 =
√

𝑎𝑏 on trouve

Δ = ⎛⎜⎜
⎝

−𝛼
√

𝑎𝑏 + 𝛽 0 0
0 𝛽 0
0 0 𝛼

√
𝑎𝑏 + 𝛽

⎞⎟⎟
⎠

U#V

*QKK22tTHB[mû¨H;[m2biBQMT`û+û/2Mi2-mM2#;b2/2/B;;QM;HBb;iBQM/2

M est donné par la base
(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) diagonalisant K. La matrice P de la question 5 étant la matrice de passage de la base
canonique de ℝ3 vers la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), on a bien

M = PΔP−1

ou comme à la question 5

P = ⎛⎜
⎝

√
𝑎 0

√
𝑎

0 1 0
−

√
𝑏 0

√
𝑏

⎞⎟
⎠

3X

1MTQb;Mi

𝑎 = 1 et 𝑏 = 1 on a A = K + I où

K = ⎛⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎟
⎠

.

En appliquant les résultats des question 6 et 7 à la matrice A (𝛼 = 1, 𝛽 = 1) on trouve

Q = ⎛⎜
⎝

1 0 1
0 1 0

−1 0 1
⎞⎟
⎠

et Δ = ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 2

⎞⎟
⎠

car 𝜆1𝛼 + 𝛽 = −1 + 1 = 0 et 𝜆3𝛼 + 𝛽 = 1 + 1 = 2.

9.Toutd’abord,unerécurenceévidentemontrequepourtout

𝑛 ∈ ℕ :

𝐴𝑛 = QΔ𝑛Q−1
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où Q = ⎛⎜
⎝

1 0 1
0 1 0

−1 0 1
⎞⎟
⎠

et Q−1 = ⎛⎜
⎝

1/2 0 −1/2
0 1 0

1/2 0 1/2
⎞⎟
⎠

. Ensuite, on remarque que pour 𝑛 ∈ ℕ :

Δ𝑛 = ⎛⎜
⎝

0𝑛 0 0
0 1𝑛 0
0 0 2𝑛

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 2𝑛

⎞⎟
⎠

.

On calcule donc pour 𝑛 ∈ ℕ :

𝐴𝑛 = QΔ𝑛Q−1

= ⎛⎜
⎝

1 0 1
0 1 0

−1 0 1
⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 0 2𝑛

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1/2 0 −1/2
0 1 0

1/2 0 1/2
⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

1 0 1
0 1 0

−1 0 1
⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 0 0
0 1 0

2𝑛−1 0 2𝑛−1
⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

2𝑛−1 0 2𝑛−1

0 1 0
2𝑛−1 0 2𝑛−1

⎞⎟
⎠

Exercice 2. ATaĜ2y13ĜEx. 2
Correction par : I. Souderes

S�riie R

R.

Pn�Touriouieniier

𝑛 ∈ ℕ : 𝑒𝑖𝑛𝜋 = (𝑒𝑖𝜋)𝑛 = (−1)𝑛

kX

G�7QM+iBQM

𝑡 ⟼ 𝑡𝑝𝑒𝑖𝑛𝑡 est continue sur ℝ. Elle est donc intégrable sur [0 ; 𝜋]. Pour 𝑝 = 0 on a en
particulier :

𝐼0,𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑡0𝑒𝑖𝑛𝑡 d𝑡

= ∫
𝜋

0
𝑒𝑖𝑛𝑡 d𝑡

= [𝑒𝑖𝑛𝑡

𝑖𝑛
]

𝜋

0

= 𝑒𝑖𝑛𝜋 − 1
𝑖𝑛

car 𝑒𝑖0 = 1

=
(−1)𝑛 − 1

𝑖𝑛
d’après la question 1

=
−𝑖 ((−1)𝑛 − 1)

𝑛

On a ainsi montré que

𝐼0,𝑛 =
−𝑖 ((−1)𝑛 − 1)

𝑛
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3.

Soit

𝑝, 𝑛 ∈ ℕ∗. Un calcul direct par une intégration par partie effectuée en dérivant 𝑡𝑝 donne :

𝐼𝑝,𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑡𝑝𝑒𝑖𝑛𝑡 d𝑡

= [𝑡𝑝 𝑒𝑖𝑛𝑡

𝑖𝑛
]

𝜋

0
− ∫

𝜋

0

𝑝𝑡𝑝−1𝑒𝑖𝑛𝑡

𝑖𝑛
d𝑡

=
𝜋𝑝(−1)𝑛

𝑖𝑛
− 𝑝

𝑖𝑛
∫

𝜋

0
𝑡𝑝−1𝑒𝑖𝑛𝑡 d𝑡

=
−𝑖(−1)𝑛

𝜋

𝑝
𝑛 + 𝑖𝑝

𝑛
𝐼𝑝−1,𝑛

=
𝑖(−1)𝑛+1𝜋𝑝

𝑛
+ 𝑖𝑝

𝑛
𝐼𝑝−1,𝑛.

On obtient ainsi le résultat demandé.

4.(a)Calculonsdansunpremiertemps

𝐼1,𝑛. En utilisant la relation de récurrence démontrée précédem-
ment, on obtient :

𝐼1,𝑛 =
𝑖(−1)𝑛+1𝜋1

𝑛
+ 𝑖

𝑛
𝐼0,𝑛

=
𝑖(−1)𝑛+1𝜋

𝑛
+ 𝑖

𝑛
−𝑖 ((−1)𝑛 − 1)

𝑛
d’après la question 2

=
𝑖(−1)𝑛+1𝜋

𝑛
+

((−1)𝑛 − 1)
𝑛2

=
((−1)𝑛 − 1)

𝑛2 + 𝑖
(−1)𝑛+1𝜋

𝑛

Par ailleurs, pour 𝑡 ∈ ℝ on a 𝑒𝑖𝑛𝑡 = cos(𝑛𝑡) + 𝑖 sin(𝑛𝑡) et donc :

𝐶1,𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑡 cos(𝑛𝑡) d𝑡 = ℜ𝑒(∫

𝜋

0
𝑡𝑒𝑖𝑛𝑡 d𝑡) = ℜ𝑒(𝐼1,𝑛).

On en déduit, en vertue des calculs précédents, que :

𝐶1,𝑛 = ℜ𝑒 (
((−1)𝑛 − 1)

𝑛2 + 𝑖
(−1)𝑛+1𝜋

𝑛
) =

((−1)𝑛 − 1)
𝑛2 .

De même on a

𝑆1,𝑛 = ℑ𝑚(𝐼1,𝑛) = ℑ𝑚 (
((−1)𝑛 − 1)

𝑛2 + 𝑖
(−1)𝑛+1𝜋

𝑛
) =

(−1)𝑛+1𝜋
𝑛

U#V

PM`;BbQMM2+QKK2¨H;[m2biBQMT`û+û/2Mi2XPMQ#iB2Mi;BMbB

𝐼2,𝑛 =
𝑖(−1)𝑛+1𝜋2

𝑛
+ 2𝑖

𝑛
𝐼1,𝑛 d’après la question 3

=
𝑖(−1)𝑛+1𝜋2

𝑛
+ 2𝑖

𝑛
(

((−1)𝑛 − 1)
𝑛2 + 𝑖

(−1)𝑛+1𝜋
𝑛

) d’après la question 4.a

=
𝑖(−1)𝑛+1𝜋2

𝑛
+

2𝑖 ((−1)𝑛 − 1)
𝑛3 −

2(−1)𝑛+1𝜋
𝑛2

=
2(−1)𝑛𝜋

𝑛2 + 𝑖 (
2 ((−1)𝑛 − 1)

𝑛3 −
(−1)𝑛𝜋2

𝑛
) .
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Pour 𝑡 ∈ ℝ, la décomposition 𝑒𝑖𝑛𝑡 = cos(𝑛𝑡) + 𝑖 sin(𝑛𝑡) donne :

𝐶2,𝑛 = ℜ𝑒 (𝐼2,𝑛) =
2(−1)𝑛𝜋

𝑛2

et
𝑆2,𝑛 = ℑ𝑚(𝐼2,𝑛) =

2 ((−1)𝑛 − 1)
𝑛3 −

(−1)𝑛𝜋2

𝑛
.

S;`iB2 AA

8X

𝑡

𝑦

0
−2𝜋 −𝜋 𝜋 2𝜋

1

𝜋2

4
-

6.

Lafonction

𝑓est2𝜋périodiqueetcontinuesurℝ.OnpeutdonccalculersescoefficientsdeFourier.
Onnote𝑎0,𝑎𝑛et𝑏𝑛(𝑛⩾1)lescoefficientsdeFourierdelafonction2𝜋périodique𝑓.
Lafonction𝑓étantimpaire,lescoefficients𝑎0et𝑎𝑛sontnulspour𝑛⩾1.
Ils’agitdoncdecalculerlescoefficients𝑏𝑛.Soit𝑛⩾1,ona

𝑏𝑛=
2
2𝜋
∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝑡)sin(𝑛𝑡)d𝑡

=4
2𝜋
∫
𝜋

0
𝑓(𝑡)sin(𝑛𝑡)d𝑡car𝑓estimpaire

=2
𝜋
∫
𝜋

0
(𝜋𝑡−𝑡2)sin(𝑛𝑡)d𝑡

=2
𝜋
(𝜋∫
𝜋

0
𝑡sin(𝑛𝑡)d𝑡−∫
𝜋

0
𝑡2sin(𝑛𝑡)d𝑡)

=2
𝜋
(𝜋𝑆1,𝑛−𝑆2,𝑛)

U

P

S

-

A

T

S

-

2

0

1

3

-
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Ainsi, en utilisant les résultats des questions 4a et 4b, on obtient :

𝑏𝑛 = 2
𝜋

(𝜋𝑆1,𝑛 − 𝑆2,𝑛)

= 2
𝜋

(
(−1)𝑛+1𝜋2

𝑛
− (

2 ((−1)𝑛 − 1)
𝑛3 −

(−1)𝑛𝜋2

𝑛
))

= 2
𝜋

(−
2 ((−1)𝑛 − 1)

𝑛3 )

= −
4 ((−1)𝑛 − 1)

𝜋𝑛3 .

De là, si 𝑛 est pair, 𝑛 = 2𝑘 alors

𝑏𝑛 = 𝑏2𝑘 = −
4 ((−1)2𝑘 − 1)

𝜋(2𝑘)3 = 0.

Pour 𝑛 impair, c’est-à-dire pour 𝑛 = 2𝑘 + 1 avec 𝑘 ⩾ 0 on a :

𝑏𝑛 = 𝑏2𝑘+1 = −
4 ((−1)2𝑘+1 − 1)

𝜋(2𝑘 + 1)3 = 8
𝜋(2𝑘 + 1)3 .

Ainsi la série de Fourier de 𝑓 qui s’écrit en général pour 𝑡 ∈ ℝ

𝑆𝑓(𝑡) = 𝑎0 +
+∞

∑
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝑡) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑡)) ,

s’écrit d’après les calculs précédents :

𝑆𝑓(𝑡) =
+∞

∑
𝑛=1

𝑏𝑛 sin(𝑛𝑡) =
+∞

∑
𝑘=0

8
𝜋(2𝑘 + 1)3 sin ((2𝑘 + 1)𝑡).

dX

G;7QM+iBQM

𝑓 est polynômiale sur [0 ; 𝜋] donc 𝒞1 sur cet intervalle. Par 2𝜋-périodicité, 𝑓 est 𝒞1 par
morceaux sur ℝ.
On a vu que la fonction 𝑓 est 𝒞1 sur [0 ; 𝜋] et donc continue sur cet intervalle. Comme 𝑓(0) = 0 et
que 𝑓 est impaire, elle est continue sur [−𝜋 ; 𝜋]. Par ailleurs, 𝑓(−𝜋) = −𝑓(𝜋) = −(𝜋 𝜋 − 𝜋2) = 0. Cela
ainsi que la continuité sur [−𝜋 ; 𝜋] assure que l’extension de 𝑓 sur ℝ par 2𝜋-périodicité, la fonction 𝑓
est continue sur ℝ.
La fonction 𝑓 est donc égale à sa régularisée ̃𝑓.
Comme 𝑓 est 2𝜋-périodique et 𝒞1 par morceaux sur ℝ le théorème de Dirichlet assure que la série de
Fourrier de 𝑓 en 𝑡 ∈ ℝ converge vers ̃𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) (par continuité de 𝑓). Ainsi

∀𝑡 ∈ ℝ, 𝑆𝑓(𝑡) =
+∞

∑
𝑘=0

8
𝜋(2𝑘 + 1)3 sin ((2𝑘 + 1)𝑡) = 𝑓(𝑡);

en particulier sur l’intervalle [0 ; 𝜋] on trouve :

∀𝑡 ∈ [0; 𝜋], 𝑆𝑓(𝑡) =
+∞

∑
𝑘=0

8
𝜋(2𝑘 + 1)3 sin ((2𝑘 + 1)𝑡) = 𝑓(𝑡) = 𝜋𝑡 − 𝑡2.

3Xh?ûQ`ĕK2 /2 S;`+2p;H ,Soit 𝑓 ∶ ℝ ⟶ ℝ une fonction 𝑇-périodique continue par morceaux sur ℝ.
Soit 𝑎0, 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 (𝑛 ⩾ 1) ses coefficients de Fourier.
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Les séries ∑ 𝑎2
𝑛 et ∑ 𝑏2

𝑛 convergent et en notant 𝜔 = 2𝜋
𝑇

on a

𝑎0 + 1
2

+∞

∑
𝑛=1

(𝑎2
𝑛 + 𝑏2

𝑛) = 1
𝑇

∫
𝑇

0
𝑓(𝑡)2 d𝑡.

Remarque : Si 𝑓 ∶ ℝ ⟶ ℂ on remplacera dans l’énoncé ci-dessus les carrés ( )2 par des valeurs absolues
au carré : | |2

NX

.Ƕ�T`ĕbHǶûMQM+û-

𝑓 est 2𝜋-périodique (𝑇 = 2𝜋 ). On a déjà remarqué que 𝑓 est continue par morceau
sur ℝ (on a montré qu’elle en même continue sur ℝ).
Ainsi d’après le théorème de Parceval et en utilisant la parité de 𝑓2 (𝑓 est impaire) :

𝑎2
0 + 1

2

+∞

∑
𝑛=1

(𝑎2
𝑛 + 𝑏2

𝑛) = 1
2𝜋

∫
2𝜋

0
𝑓(𝑡)2 d𝑡 = 1

2𝜋
∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑡)2 d𝑡 = 1

𝜋
∫

𝜋

0
𝑓(𝑡)2 d𝑡.

D’après les question précédente tous les coefficients 𝑎𝑛 (dont 𝑎0) sont nuls ainsi que les coefficients 𝑏𝑛
pour 𝑛 pair. On a donc

1
2

+∞

∑
𝑘=0

( 8
𝜋(2𝑘 + 1)3 )

2
=

+∞

∑
𝑘=0

32
𝜋2(2𝑘 + 1)6 = 1

𝜋
∫

𝜋

0
𝑓(𝑡)2 d𝑡 = 1

𝜋
∫

𝜋

0
(𝜋𝑡 − 𝑡2)2 d𝑡

Calculons dans un premier temps 1
𝜋

∫
𝜋

0
(𝜋𝑡 − 𝑡2)2 d𝑡.

1
𝜋

∫
𝜋

0
(𝜋𝑡 − 𝑡2)2 d𝑡 = 1

𝜋
∫

𝜋

0
(𝜋2𝑡2 − 2𝜋𝑡3 + 𝑡4) d𝑡

= 1
𝜋

[𝜋2𝑡3

3
− 2𝜋𝑡4

4
+ 𝑡5

5
]

𝜋

0

= 1
𝜋

(𝜋5

3
− 𝜋5

2
+ 𝜋5

5
)

= 𝜋4

30
.

Ainsi la relation de Parceval donne

32
𝜋2

+∞

∑
𝑘=0

1
(2𝑘 + 1)6 = 𝜋4

30

et donc

𝑆 =
+∞

∑
𝑘=0

1
(2𝑘 + 1)6 = 𝜋6

960

RyX

1M/û+QKTQb;MiH;bQKK2

𝑇 sur les termes d’indice pairs et impairs on trouve :

𝑇 =
+∞

∑
𝑛=1

1
𝑛6

=
+∞

∑
𝑘=1

1
(2𝑘)6 +

+∞

∑
𝑘=0

1
(2𝑘 + 1)6

= 1
64

+∞

∑
𝑘=1

1
(𝑘)6 +

+∞

∑
𝑘=0

1
(2𝑘 + 1)6

= 1
64

𝑇 + 𝑆.
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On en déduit que 𝑇 (1 − 1
64

) = 𝑆 et donc

𝑇 = 64
63

𝑆 = 64
63

𝜋6

960
= 1

63
𝜋2

15
= 𝜋6

945
.

Exercice 3. ATaĜ2y13ĜEx. 3
Correction par : I. Souderes

R.

Soii

𝑡 ∈ ] −𝜋 ; 𝜋 ]. On a d’après la parité de cos et l’imparité de sin :

𝑥(−𝑡) = cos(𝑡)3 = 𝑥(𝑡), et 𝑦(𝑡) = (− sin(𝑡))3 = −𝑦(𝑡).

Ainsi la courbe est symétrique par rapport à l’axe (𝑥′𝑥) = 𝑂 + ℝ ⃗𝑖. On étudie la courbe seulement sur
[ 0 ; 𝜋 ].
De plus, on a cos(𝜋 − 𝑡) = − cos(𝑡) et sin(𝜋 − 𝑡) = sin(𝑡) donc

𝑥(𝜋 − 𝑡) = − cos(𝑡)3 = −𝑥(𝑡), et 𝑦(𝜋 − 𝑡) = sin(𝑡)3 = 𝑦(𝑡).

Ainsi la courbe est symétrique par rapport à l’axe (𝑦′𝑦) = 𝑂 + ℝ ⃗𝑗. On étudie la courbe seulement sur
[ 0 ; 𝜋/2 ].
Enfin, on a cos( 𝜋

2
− 𝑡) = sin(𝑡) et sin( 𝜋

2
− 𝑡) = cos(𝑡) donc

𝑥(𝜋
2

− 𝑡) = sin(𝑡)3 = 𝑦(𝑡), et 𝑦(𝜋
2

− 𝑡) = cos(𝑡)3 = 𝑥(𝑡).

Ainsi la courbe est symétrique par rapport à la droite d’équation 𝑥 = 𝑦. On étudie la courbe seulement
sur [ 0 ; 𝜋/4 ].

2.Lesfonctions

𝑥 et 𝑦 sont dérivables (sur ℝ) car puissances des fonctions trigonométriques (qui sont 𝒞1

sur ℝ). On a

∀𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
4

] , 𝑥′(𝑡) = −3 sin(𝑡) cos(𝑡)2

∀𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
4

] , 𝑦′(𝑡) = 3 cos(𝑡) sin(𝑡)2.

De plus, pour tout 𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
4

] on sait que 1 ⩾ cos(𝑡) ⩾
√

2
2

et que 0 ⩽ sin(𝑡) ⩽
√

2
2

avec sin(𝑡) = 0 si et
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seulement si 𝑡 = 0. On en déduit le tableau de variation conjoint

𝑡

Signe
de 𝑥′

Variation
de 𝑥

Variation
de 𝑦

Signe
de 𝑦′

0 𝜋
4

0 − −3
√

2
4

11

√
2

4

√
2

4

00

√
2

4

√
2

4

0 + 3
√

2
4

Le point de paramètre 𝑡 = 0 étant un point critique, on cherche à déterminer la limite de 𝑦(𝑡)−𝑦(0)
𝑥(𝑡)−𝑥(0)

lorsque 𝑡 tend vers 0 afin de déterminer le coefficient directeur de la tangente au point de paramètre
𝑡 = 0. On a :

𝑦(𝑡) − 𝑦(0)
𝑥(𝑡) − 𝑥(0)

=
sin(𝑡)3

1 − cos(𝑡)3 =
𝑡3 + o(𝑡3)

1 − (1 − 𝑡2

2
+ o(𝑡2))3

=
𝑡3 + o(𝑡3)
𝑡2

2
+ o(𝑡2)

∼𝑡⟶0
𝑡3

𝑡2/2
= 2𝑡 ÝÝÝ→

𝑡⟶0
0

La courbe 𝒞0 admet donc une tangente horizontale au point (𝑥(0), 𝑦(0)) = (1, 0). La tangente à 𝒞0 au
point de paramètre 𝑡 = 𝜋

4
est porté par le vecteur (𝑥′(𝜋/4), 𝑦′(𝜋/4)) et donc par le vecteur (−1, 1)

On obtient donc la courbe 𝒞0 (en rouge) puis en appliquant les symétrie de la question 1 la courbe 𝒞 :

+
1

+1

0

3.

Soit

𝑡∈]−𝜋;𝜋].Onsupposedansunpremiertempsquelepoint(𝑥(𝑡),𝑦(𝑡))associén’estpasun
pointcritique:𝑡∉{−𝜋,−𝜋/2,0,𝜋/2,𝜋}.
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On a montré lors de la question précédente que

𝑥′(𝑡) = −3 sin(𝑡) cos(𝑡)2 et 𝑦′(𝑡) = 3 cos(𝑡) sin(𝑡)2.

Lorsque ( 𝑥′(𝑡)
𝑦′(𝑡) ) ≠ ( 0

0 ), ce vecteur porte la tangente à 𝒞 et comme

(𝑥′(𝑡)
𝑦′(𝑡)) = 3 sin(𝑡) cos(𝑡) (− cos(𝑡)

sin(𝑡) ) .

On en déduit que le vecteur ( − cos(𝑡)
sin(𝑡) ) porte la tangente à 𝒞 lorsque 𝑡 ∉ {−𝜋, −𝜋/2, 0, 𝜋/2, 𝜋}.

Pour ces valeurs particulières où la courbe admet un point critique, on se ramène grâce aux symétries
de la courbe au cas où 𝑡 = 0.
On a vu qu’en ce point la courbe admet une tangente horizontale qui est bien portée par le vecteur
( −1

0 ) = ( − cos(0)
sin(0) ).

On peut donc conclure que pour tout 𝑡 ∈ ] −𝜋 ; 𝜋 ] la tangente est portée par le vecteur

⃗𝑡 = (− cos(𝑡)
sin(𝑡) )

et est normale au vecteur
𝑛⃗ = (sin(𝑡)

cos(𝑡)) .

L’équation cartésienne de la tangente 𝑇 est donc de la forme

𝑋 sin(𝑡) + 𝑌 cos(𝑡) = 𝑐

pour un certain réel 𝑐. Avec 𝑋 = cos(𝑡)3 et 𝑌 = sin(𝑡)3, on trouve en factorisant par sin(𝑡) cos(𝑡) :

cos(𝑡)3 sin(𝑡) + sin(𝑡)3 cos(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡)( cos(𝑡)2 + sin(𝑡)2) = sin(𝑡) cos(𝑡).

Ainsi, l’équation de la tangente 𝑇 à 𝒞 en 𝑀(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) est :

𝑋 sin(𝑡) + 𝑌 cos(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡).

9X

aQBi

𝑡 ∈ ] 0 ; 𝜋
2

[ et notons (𝑥𝐴(𝑡), 𝑦𝐴(𝑡)) les coordonnées du point 𝐴(𝑡) et (𝑥𝐵(𝑡), 𝑦𝐵(𝑡)) celles du point
𝐵(𝑡). Comme ces deux points sont sur la tangente 𝑇, leurs coordonnées vérifient l’équation trouvée à
la question précédente :

𝑥𝐴(𝑡) sin(𝑡) + 𝑦𝐴(𝑡) cos(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡) et 𝑥𝐵(𝑡) sin(𝑡) + 𝑦𝐵(𝑡) cos(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡).

Par ailleurs, comme 𝐴(𝑡) est sur l’axe (𝑥′𝑥), on a 𝑥𝐴(𝑡) = 0 et donc

𝑥𝐴(𝑡) sin(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡) ⟺ 𝑥𝐴(𝑡) = cos(𝑡)

car sin(𝑡) > 0 pour tout 𝑡 ∈ ] 0 ; 𝜋
2

[.

De même, 𝐵(𝑡) étant sur l’axe (𝑦′𝑦) et comme cos(𝑡) > 0 pour 𝑡 ∈ ] 0 ; 𝜋
2

[, on trouve 𝑥𝐵(𝑡) = 0 et

𝑦𝐵(𝑡) cos(𝑡) = sin(𝑡) cos(𝑡) ⟺ 𝑦𝐵(𝑡) = sin(𝑡).

On adonc montré que
𝐴(𝑡) = (cos(𝑡), 0), 𝐵(𝑡) = (0, sin(𝑡))

et comme ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴(𝑡)𝐵(𝑡) = ( − cos(𝑡)
sin(𝑡) ) on en déduit que la distance 𝐴(𝑡)𝐵(𝑡) vaut :

𝐴(𝑡)𝐵(𝑡) = cos(𝑡)2 + sin(𝑡)2 = 1
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𝐴

𝑀

𝐵𝐶

𝑃

𝐼

𝑂

5.

6.7.8.

Zuestion5:
Soit𝑡∈[0;𝜋
2
].Parconstruction,lescoordonnéesde𝐶(𝑡)sont(cos(𝑡),sin(𝑡)).Onnote𝑅=(𝑥𝑅(𝑡),𝑦𝑅(𝑡))
leprojetéorthogonalde𝐶sur(𝐴𝐵),c’est-à-diresurlatangente𝑇.Leprojeté𝑅estsurladroitenormaleà
𝑇passantpar𝐶.Cettedroiteàpouréquation

−𝑋cos(𝑡)+𝑌sin(𝑡)=−cos(𝑡)2+sin(𝑡)2

carelleestnormaleauvecteur⃗𝑡=(−cos(𝑡)sin(𝑡)).
Parailleursleprojeté𝑅appartientàlatangentequiapouréquation:

𝑋sin(𝑡)+𝑌cos(𝑡)=sin(𝑡)cos(𝑡).

Ennotantsimplement𝑥𝑅=𝑥𝑅(𝑡)et𝑦𝑅=𝑦𝑅(𝑡),ondéterminelescoordonnéesde𝑅enrésolvantlesystème:

{−𝑥𝑅cos(𝑡)+𝑦𝑅sin(𝑡)=−cos(𝑡)
2+sin(𝑡)2

𝑥𝑅sin(𝑡)+𝑦𝑅cos(𝑡)=sin(𝑡)cos(𝑡)

⟺
⎧{
⎨{⎩

𝑦𝑅(sin(𝑡)2+cos(𝑡)2)=sin(𝑡)3sin(𝑡)𝐿1+cos(𝑡)𝐿2
𝑥𝑅(sin(𝑡)2+cos(𝑡)2)=cos(𝑡)3−cos(𝑡)𝐿1+sin(𝑡)𝐿2

⟺{𝑦𝑅=sin(𝑡)
3

𝑥𝑅=cos(𝑡)3.

Ainsilescoordonnéesde𝑅sontlesmêmequecellesde𝑀donc𝑅=𝑀.
Question6:
Onraisonnecommeprécédemment.Onnote(𝑥𝑃(𝑡),𝑦𝑃(𝑡))ousimplement(𝑥𝑃,𝑦𝑃)lescoordonnéesde𝑃
leprojetéorthogonalde𝑂surladroite(𝐴𝐵),c’est-à-diresurlatangente𝑇.
Lescoordonnées(𝑥𝑝,𝑦𝑝)vérifielesystème

{−𝑥𝑝cos(𝑡)+𝑦𝑃sin(𝑡)=0
𝑥𝑃sin(𝑡)+𝑦𝑃cos(𝑡)=sin(𝑡)cos(𝑡)
;
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la première équation étant celle de la droite normale à 𝑇 = (𝐴𝐵) passant par 𝑂. Ce système est équivalent à

⎧{
⎨{⎩

𝑦𝑃( cos(𝑡)2 + sin(𝑡)2) = sin(𝑡) cos(𝑡)2

𝑥𝑃( cos(𝑡)2 + sin(𝑡)2) = sin(𝑡)2 cos(𝑡)

et donc

{𝑦𝑃 = sin(𝑡) cos(𝑡)2

𝑥𝑃 = sin(𝑡)2 cos(𝑡)
.

Ainsi 𝑃(cos(𝑡) sin(𝑡)2, cos(𝑡)2 sin(𝑡))
Le milieu du segment [𝑀𝑃 ] a pour abscisse

𝑥𝐼 = 1
2

(cos(𝑡)3 + cos(𝑡) sin(𝑡)2) =
cos(𝑡)

2
(cos(𝑡)2 + sin(𝑡)2) =

cos(𝑡)
2

et pour ordonnée

𝑦𝐼 = 1
2

(sin(𝑡)3 + cos(𝑡)2 sin(𝑡)) =
sin(𝑡)

2
(sin(𝑡)2 + cos(𝑡)2) =

sin(𝑡)
2

.

Par ailleurs le centre du rectange 𝑂𝐴𝐶𝐵 est le milieu du segment [𝑂𝐶]. Comme 𝐶 a pour coordonnées
(cos(𝑡), sin(𝑡)), les coordonnées du centre de ce rectangle sont

(
cos(𝑡)

2
),

sin(𝑡)
2

) = (𝑥𝐼, 𝑦𝐼).

Ainsi, 𝐼 est bien le centre du rectangle 𝑂𝐴𝐶𝐵 et le milieu de [𝑀𝑃 ]. Question 7 : Pour tout 𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
2

] :

𝑃(𝑡) = (cos(𝑡) sin(𝑡)2, cos(𝑡)2 sin(𝑡)).

De là, 𝑃(0) = (0, 0) et 𝑃( 𝜋
2
) = (0, 0) car sin(0) = 0 et cos( 𝜋

2
) = 0. Enfin comme cos( 𝜋

4
) = sin( 𝜋

4
) =

√
2

2
on a :

𝑃(𝜋
4

) = (
√

2
4

,
√

2
4

) .

Il s’agit maintenant d’obtenir les vecteurs tangents à 𝒬 aux points de paramètres 𝑡 = 0, 𝜋/4, 𝜋/2.
Les fonction 𝑋 et 𝑌 sont dérivables (en fait 𝒞∞ car produit de fonctions usuelles)Pour 𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋

2
] on a

𝑋′(𝑡) = − sin(𝑡)3 + 2 cos(𝑡)2 sin(𝑡) et 𝑌 ′(𝑡) = −2 cos(𝑡) sin(𝑡)2 + cos(𝑡)3.

Les valeurs particulière du cosinus et du sinus assurent que le vecteur dérivé aux points de paramètres
spécifiques vaut :

(𝑋′(0)
𝑌 ′(𝑂)) = (0

1) , (
𝑋′( 𝜋

4
)

𝑌 ′( 𝜋
4
)) = (

√
2

4
−

√
2

4

) , (
𝑋′( 𝜋

2
)

𝑌 ′( 𝜋
2
)) = (−1

0 )

Question 8 : Les vecteurs ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 et ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃 ont pour coordonnées :

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 = (cos(𝑡)
0 ) , ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃 = (cos(𝑡) sin(𝑡)2

cos(𝑡)2 sin(𝑡)) .

On a donc
𝑂𝐴2 = ||⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴||2 = cos(𝑡)2

et

𝑂𝑃 2 = ||⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃||2 = cos(𝑡)2 sin(𝑡)4 + cos(𝑡)4 sin(𝑡)2

= cos(𝑡)2 sin(𝑡)2(sin(𝑡)2 + cos(𝑡)2)
= cos(𝑡)2 sin(𝑡)2.
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De là, on calcule le produit scalaire de deux façons en notant 𝜃 l’angle ̂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴, ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃 :

⟨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴; ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃⟩ = cos(𝑡)2 sin(𝑡)2

et

⟨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴; ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃⟩ = ||⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴||||⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃|| cos(𝜃) = cos(𝑡)2 sin(𝑡) cos(𝜃)

car pour 𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
2

] on a cos(𝑡) ⩾ 0 et sin(𝑡) ⩾ 0.
On en déduit après simplification pour 𝑡 ≠ 0, 𝜋

2
que

cos(𝜃) = sin(𝑡)

c’est-à-dire que
𝜃 = 𝜋

2
− 𝑡

car cos( 𝜋
2

− 𝑡) = sin(𝑡) et que l’on sait que 𝑡 ∈ ] 0 ; 𝜋
2

[.
Cette relation reste vraie lorsque 𝑡 = 0 ou 𝑡 = 𝜋

2
par convention.

9.Onadéjàremarquéàlaquestionprécédenteque

𝑂𝑃 2 = ||⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃||2 = cos(𝑡)2 sin(𝑡)2.

Donc, comme cos(𝑡) ⩾ 0, sin(𝑡) ⩾ 0 pour 𝑡 ∈ [ 0 ; 𝜋
2

], on a

𝑂𝑃 = ||⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝑃|| = cos(𝑡) sin(𝑡)

= cos(𝜋
2

− 𝜃) sin(𝜋
2

− 𝜃)

= sin(𝜃) cos(𝜃).

Ainsi l’équation polaire de la courbe 𝒬0 est :

𝑟 = cos(𝜃) sin(𝜃)
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